Mécanique
Outils mathématiques
V1


	Objectif : 
· Maîtriser les modèles mathématiquement nécessaires à la représentation d’une force, d’un moment ou d’une vitesse.


Outils mathématiques

Calcul vectoriel
1. Les vecteurs : définitions

1.1. Définitions

Un scalaire est un nombre réel, pouvant être utilisé pour mesurer une grandeur (vitesse, température, durée, etc.)

Un vecteur est une représentation graphique, dans le plan ou l’espace, délimitée par une origine et une extrémité.

Un vecteur est défini par :
exemple :
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· sa norme (ou intensité)
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	Soit R un repère orthonormé direct, de vecteurs unitaires i, j, k.

Soit £V un vecteur de coordonnées cartésiennes a, b et c. Il existe plusieurs notations :


£V (a ; b ; c)
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£V = a.i + b.j + c.k


1.2. Vecteur libre, vecteur lié

Un vecteur est dit libre lorsqu’il n’est défini que par sa direction, son sens et son intensité).

Un vecteur est nommé vecteur glissant (ou glisseur) lorsqu’on impose sa droite support.

Un vecteur est dit lié lorsqu’on fixe son origine (qu’on appellera point d’application).

1.3.  Norme d’un vecteur

Soit un vecteur £V (a ; b ; c). Sa norme se note || £V ||.
|| £V || = 
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Calcul à partir des coordonnées de deux points

Soient le point 
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 l’origine d’un vecteur libre £V, et le point 
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 l’extrémité de ce vecteur.
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£V peut se noter également _AB.
	
[image: image9.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

A

B

A

B

A

B

Z

-

Z

Y

-

Y

X

-

X

V




1.5. Propriétés

· Relation de Chasles : _AB + _BC = _AC
· _AB = -_BA

1.6. Projection d’un vecteur dans un repère plan
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	Exprimer les coordonnées de £V en fonction de ||£V|| et de ( dans le repère (O,i,j) revient à projeter le vecteur £V :
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Cette expression est valable si ( est mesuré entre l’axe x et le vecteur £V dans le sens trigonométrique.


1.7. Vecteur nul

Un vecteur dont l’origine et l’extrémité sont confondues est appelé vecteur nul. Il est noté £0.

£0 (0 ; 0 ; 0)

2. Opérations sur les vecteurs

2.1. Somme et soustraction de vecteurs

Soient 
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, alors 
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Graphiquement, faire la somme de deux vecteurs revient à les placer bout à bout :
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La somme de vecteurs est commutative : £V1+£V2=£V2+£V1.

2.2. Produit d’un vecteur par un scalaire

Multiplier un vecteur £V par un scalaire k revient à additionner k fois le vecteur £V. 

Exemple : 3.£V = £V+£V+£V

2.3. Produit scalaire de deux vecteurs
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	£V1.£V2 = || £V1 ||.|| £V2 ||.cos(()
Remarques : 

· Le produit scalaire de deux vecteurs orthogonaux est toujours nul.

· Attention, le produit scalaire se note ‘.’ (point). La croix ‘x’ est réservée à une autre opération.


Soient :
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et 
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 alors   £V1.£V2 = X1.X2 + Y1.Y2 +Z1.Z2
2.4. Produit vectoriel de deux vecteurs

Le produit vectoriel se note £V1 ^ £V2 ou £V1 x £V2. Le résultat est un vecteur.

	Soient 
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, £W = £V1 x £V2

£W est défini par :

· sa direction, perpendiculaire au plan formé par £V1 et £V2 ;

· son sens, tel que le trièdre £V1, £V2, £W soit direct ;

· sa norme, ||£W|| = ||£V1||.||£V2||.sin(().
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  Y1.Z2 – Z1.Y2

    £W
  Z1.X2 – X1.Z2


  X1.Y2 – Y1.X2

Attention !

£V1 x £V2 = - £V2 x £V1

	( Trièdre direct :

En utilisant la main droite, on peut modéliser :

· le vecteur £V1 avec le pouce ;

· le vecteur £V2 avec l’index ;

Le majeur donne alors le sens de £W, résultat du produit vectoriel £V1 x £V2.
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Méthode pratique pour appliquer le produit vectoriel :

On effectue le « produit en croix ».
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Exemples :


   6
   2
    (-2)x(-2) – 3x1 = 1


£V1   -2
£V2    1
£W    (3x2) – (6x(-2)) = 18


   3
  -2
   (6x1) – ((-2)x2) = 10


   2
  -5
    -45


£V1   -3
£V2    6
£W    -34


   4
  7
    -3

3. Moment d’un vecteur

3.1. Définition
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	 Le moment d’un vecteur £V d’origine A, par rapport à un point de l’espace B, est le vecteur défini par la relation :
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Ce moment est un vecteur lié dont les caractéristiques sont :

· Son origine : le point B

· Sa direction : la droite perpendiculaire au plan formé par _BA et £V

· Son sens : tel que le trièdre (_BA , £V , 
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· Son intensité : 
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Attention : Les caractéristiques du vecteur 
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 dépendent de la position du point B.

3.2. Relation de Varignon

Soit _MA  le moment exprimé au point A d’un vecteur £V.
On peut en déduire l’expression du moment de ce vecteur £V en n’importe quel point B de l’espace :

_MB = _MA + _BA x £V

4. Torseur

4.1. Définition

Soient £V 
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un moment écrit au point A. Les coordonnées de ces deux vecteurs sont exprimées dans le repère R.

Le torseur est un outil permettant de regrouper en une seule écriture ces deux vecteurs. 

Ce torseur écrit au point A se note :

A{©} =
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Le moment étant une grandeur dépendante du point d’écriture, le torseur est également dépendant de ce point d’écriture.
Dans certains cas il est utile d’utiliser une forme plus détaillée du torseur. Celui-ci se présente alors sous forme de deux colonnes :


[image: image35]
Les coordonnées x, y, z, l, m et n sont appelées éléments de réduction du torseur.

Le point A est appelé centre de réduction du torseur.

4.2. Changement de centre de réduction d’un torseur
Il peut être nécessaire d’écrire un torseur A{©} en un point B de l’espace.
On écrit alors :

B{©} =
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Ou encore, d’après la relation de Varignon :

B{©} =
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4.3. Torseur nul

Le torseur nul, noté {0}, est un torseur particulier, tel que :

{0}=
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Un torseur nul reste nul en tout point de l’espace.

4.4. Somme de torseurs

Soient deux torseurs A{©1} = 
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Alors :

A{©1} + A{©2} = 
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Attention : La somme de torseurs n’est possible que s’ils sont écrits au même point !
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